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Re´sume´ :
La description correcte des non-line´arite´s lors des transformations finies d’un milieu continu est une
ne´cessite´ pour accrocher un comportement cine´matique re´aliste. Nous proposons ainsi d’utiliser les
outils mathe´matiques de la ge´ome´trie diffe´rentielle dans le cadre d’un formalisme quadridimension-
nel et curviligne de l’espace-temps pour e´crire des mode`les de comportement. Cette approche garantie
une description dite ”covariante” des transformations subies par la matie`re, c’est-a`-dire valable pour
tous les syste`mes de re´fe´rence. Cette approche a fait ses preuves en physique, en particulier en rela-
tivite´ ge´ne´rale. Le but est de re´soudre les difficulte´s qui se posent encore avec la notion d’objectivite´
mate´rielle, ambigu¨e en 3D. Le principe de covariance ge´ne´ralise´e est donc applique´ a` des transfor-
mations qui restent celles de la me´canique classique des milieux continus (c’est-a`-dire sans aucun
effet relativiste et en particulier pour des vitesses qui restent toujours bien en dec¸a de la vitesse de la
lumie`re). Une approche incre´mentale est propose´e ou` le formalisme quadri-dimensionnel apporte des
re´ponses uniques sur le choix de la de´rive´e ”objective”, compare´ a` la multitude des choix possibles en
3D. Des exemples de calculs sont propose´s pour des mode`les de comportements simples.
Abstract :
The correct description of non-linarities when finite transformation of a continuous medium is a
needing to have a realistic kinematics. We propose here to use the mathematical tools of differential
geometry with a four-dimensional and curvilinear space-time to build mechanical behaviors models.
This approach enables a ”covariant” description of the transformations of the continuous medium,
whatever the observer.This approach leads to good results in physics, especially in general relativity.
The aim is to solve the difficulties that are yet open concerning the ”principle” of material objectivity,
which is quite ambiguous in 3D. The generalised covariance principle is applied to transformations
that concerns only classical mechanics of continuous media (i.e. without any relativistic effects and
in particular for velocities that are small to the speed of light). An incremental approach can then
be provided. The use of the four-dimensional formalism enables to justify the choice of specific time
derivatives, compared to the multiple 3D objectives ones. Examples of solutions are proposed for specific
behaviors.
Mots clefs : transformations finies ; ge´ome´trie diffe´rentielle ; objectivite´ mate´rielle
1 Introduction
Dire qu’un mode`le de comportement doit ve´rifier le principe d’objectivite´ mate´rielle semble a priori
un lieu commun dans le domaine de la me´canique des milieux continus. Ce principe a e´te´ e´tudie´ de
fac¸on abondante, de´taille´ et discute´ par de nombreux auteurs. Un important proble`me concerne la
de´finition des de´rive´es par rapport au temps respectant ce principe d’indiffe´rence mate´riel, en termes
de variation d’un tenseur par rapport au temps. Ces de´rive´es apparaissent dans la forme incre´mentale
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des mode`les de comportement, quand l’invariance a` la superposition d’un mouvement de corps rigide
est requise. Mais la de´rive´e d’un tenseur objectif n’est pas, en ge´ne´ral, objective. Pour re´soudre ce
proble`me en 3D, des transports objectifs sont alors de´finis. Ils sont la plupart du temps applique´s sur
le tenseur des contraintes de Cauchy. Le re´sultat de ces ope´rateurs de de´rivation peut eˆtre de´montre´
invariant a` la superposition d’un mouvement de corps rigide [1]. Une des difficulte´s re´side en fait dans
le choix du ”bon” transport objectif parmi l’infinite´ de transports possibles [1]. Finalement, la validite´
de cette approche objective et les restrictions qu’elle impose ont souvent e´te´ questionne´es, voire remises
en cause.
La ge´ome´trie diffe´rentielle [2], offre un cadre cohe´rent pour les mode`les de transformations finies de
la matie`re. Elle propose en effet un formalisme mathe´matique pour l’utilisation des tenseurs exprime´s
dans un syste`me de coordonne´es arbitraires, de´fini sur une varie´te´ diffe´rentielle. Les entite´s physiques
sont alors repre´sente´es par des champs de densite´s de tenseurs. Ce formalisme est utilise´ classiquement
pour de´crire les de´formations d’un milieu dans un contexte tridimensionnel (3D). Dans un espace a`
quatre dimensions (4D), la ge´ome´trie diffe´rentielle a trouve´ une application majeure en physique
avec la Relativite´ Ge´ne´rale [3] qui a de´montre´ ses capacite´s a` de´crire correctement les transformations
ge´ne´rales de l’espace-temps. Le principe de covariance garantit alors une e´criture correcte des relations
de la physique dans n’importe quel syste`me de re´fe´rence (voir par exemple [4]).
Cet article propose donc d’utiliser le principe de covariance pour de´crire un milieu continu et ainsi
garantir l’invariance par changement d’observateurs des tenseurs, e´quations et mode`les de comporte-
ment. Un inte´reˆt majeur re´side dans la possibilite´ d’exprimer des de´rive´es dans le temps inde´pendantes
de l’observateur.
2 Le formalisme 4D et le principe de covariance
Dans ce cadre, l’espace est parame´tre´ avec quatre coordonne´es. La quatrie`me coordonne´e correspond
au temps. Un syste`me de coordonne´es curvilignes xµ parame`tre alors des e´ve´nements tels que :
xµ = (x1, x2, x3, x4) = (xi, ct) (1)
Ic¸i, l’indice µ varie de 1 a` 4, et l’indice i de 1 a` 3. Les indices grecs font re´fe´rence a` des entite´s 4D, tandis
que les indices latins ne repre´sentent que la partie spatiale de ces entite´s. La quatrie`me coordonne´e x4
correspond au temps t multiplie´ par une vitesse de re´fe´rence c. Si zµ repre´sente les coordonne´es 4D
d’un e´ve´nement de´crit dans un syste`me Carte´sien inertiel, ce syste`me est dit Galile´en/Minkowskien.
Un intervale ds est alors de´fini tel que :
(ds)2 = (dz4)2 − (dz1)2 − (dz2)2 − (dz3)2 = gµνdxµdxν (2)
ou` les gµν correspondent aux composantes covariantes du tenseur me´trique associe´es au syste`me de
coordonne´es xµ. Les entite´s physiques sont repre´sente´es par des tenseurs 4D qui sont par essence
invariants par changement de coordonne´es 4D. Si le meˆme e´ve´nement est maintenant parame´tre´ a`
l’aide de deux syste`mes de coordonne´es curvilignes xµ et x˜µ, les composantes d’un tenseur de second
ordre α se transforment alors comme :
α˜µν =
∂x˜µ
∂xλ
∂x˜ν
∂xκ
αλκ (3)
L’objectif du pre´sent travail est de de´crire les transformations finies d’un mate´riau solide en suivant
les hypothe`ses classiques de la me´canique des milieux continus. On de´finit donc un observateur et
une particule de fac¸on classique. Dans ce cadre, la vitesse d’une particule, quel que soit le phe´nome`ne
observe´, reste tre`s infe´rieure a` la vitesse de la lumie`re. Nous retenons donc ici les hypothe`ses classiques
de la physique de Newton. Le temps est ainsi de´fini comme un temps absolu. La vitesse de re´fe´rence
c correspond alors a` un parame`tre dimensionnel utile pour de´crire le temps et les longueurs graˆce a`
une seule dimension.
Les observations physiques permettent de conclure que la pre´sence, la nature et la quantite´ d’obser-
vateurs ne changent pas les phe´nome`nes subis par la matie`re. Les observateurs doivent donc pouvoir
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s’accorder sur l’e´valuation des quantite´s observe´es. Cela correspond au principe de covariance, initia-
lement propose´ par A. Einstein [4]. Il e´tablit le fait qu’une e´quation doit eˆtre exprime´e sous une forme
e´quivalente pour tous les observateurs. Cela est possible graˆce a` une description 4D covariante de la
physique.
3 Objectivite´, covariance et invariance par superposition de mou-
vements rigides
De fac¸on classique en 3D, un re´fe´rentiel est associe´ a` un observateur. Il donne la possibilite´ de pa-
rame´trer l’espace et le temps. Il est de´fini comme un mouvement rigide des vecteurs de base a` partir
d’un re´fe´rentiel fixe inertiel. Si le meˆme e´ve´nement est de´crit par deux observateurs en utilisant res-
pectivement les coordonne´es (xi, t) et (x˜i, t), alors une matrice orthogonale et un vecteur existe, tels
que :
x˜i = Qij(t)x
j + di(t) (4)
ou` Qij et d
i repre´sentent respectivement une rotation et une translation d’un re´fe´rentiel par rapport
a` l’autre. Un tenseur d’ordre deux T est dit objectif ou indiffe´rent par changement de re´fe´rentiels s’il
ve´rifie la transformation :
T˜ ij = Qik(t)Q
j
l(t)T
kl (5)
Des e´quations similaires peuvent eˆtre e´crites pour des tenseurs de rang diffe´rent.
Truesdell et Noll [1] de´finissent le principe d’objectivite´ comme : ”it is a fundamental principle of
classical physics that material properties are indifferent, i.e., independent of the frame of reference or
observer”. Nemat Nasser [5] le de´finit de son coˆte´ comme : ”Constitutive relations must remain inva-
riant under any rigid-body rotation of the reference coordinate system. This is called objectivity or the
material frame indifference.” Finalement Liu [6] conclut, ”the principle of material frame indifference
plays an important role in the development of continuum mechanics, by delivering restrictions on the
formulation of the constitutive functions of material bodies. It is embedded in the idea that material
properties should be independent of observations made by different observers. Since different observers
are related by a time-dependent rigid transformation, known as a Euclidean transformation, material
frame-indifference is sometimes interpreted as invariance under superposed rigid body motions”. Les
deux notions suivantes peuvent en effet eˆtre diffe´rencie´es en physique :
– D’un coˆte´, l’invariance par superposition d’un mouvement de corps rigide : quand un solide non
de´forme´ est anime´ d’une cine´matique de corps rigide, aucune contrainte n’est ge´ne´re´e dans le
mate´riau. C’est une proprie´te´ qui est ve´rifie´e pour la plupart des grandeurs et phe´nome`nes me´caniques,
notamment dans les solides.
– De l’autre coˆte´, l’invariance par changement d’observateurs : le fait qu’un observateur tourne autour
d’un solide non de´forme´ ne ge´ne´ra pas de contraintes a` l’inte´rieur du mate´riau. C’est un des principes
constitutif de la physique.
Quand on utilise un formalisme 3D classique les deux proprie´te´s se traduisent par la meˆme condition
mathe´matique (celle donne´e par l’ e´quation 5), comme de´crit par Liu. Le terme ”objectif” repre´sente
donc de fac¸on ambigu¨e les deux proprie´te´s.
Il est aussi possible d’e´crire le changement de re´fe´rentiels de la 3D, repre´sente´ par l’e´quation 4, dans
un cadre 4D. On a alors : {
x˜i = Qijx
j + di
x˜4 = x4 = ct
(6)
Ceci correspond a` un changement de coordonne´es particulier de xµ a` x˜µ dans l’espace-temps. La
matrice Jacobienne de cette transformation des coordonne´es est donne´e par :
∂x˜µ
∂xν
=
(
Qij
1
c
(
d˙i + Q˙ijx
j
)
0, 0, 0 1
)
(7)
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ou` d˙i ≡ ddidt et Q˙ij ≡
dQij
dt . Le facteur 1/c provient de la diffe´rentiation par rapport a` x
4 = ct et il faut
souligner que x˜µ est un syste`me de coordonne´es cuvilignes. Si maintenant Tµν et T˜µν repre´sentent
les composantes contravariantes d’un tenseur d’ordre deux dans respectivement les deux syste`mes de
coordonne´es conside´re´s, on a, en appliquant l’e´quation 3 :
T˜ ij = QikQ
j
lT
kl + 1c
(
d˙i + Q˙imx
m
)
QjlT
4l + 1c
(
d˙j + Q˙jmx
m
)
QikT
k4
+ 1c2
(
d˙i + Q˙imx
m
)(
d˙j + Q˙jmx
m
)
T 44
T˜ 4i = QijT
4j + 1c
(
d˙i + Q˙ijx
j
)
T 44
T˜ 44 = T 44
(8)
Cette e´quation est ve´rifie´es par tous les quatre-tenseurs d’ordre deux et traduit l’invariance par chan-
gement de re´fe´rentiel. Elle est e´quivalente a` l’e´quation 5 si seulement si les termes en bleu tendent
vers ze´ro. Ces termes tendent effectivement vers ze´ro si l’on conside`re que c tend vers l’infini dans
le cadre non-relativiste et a` condition que T 4i, T j4 et T 44 soient petits par rapport a` c. Donc si les
termes en bleu tendent vers ze´ro, alors le tenseur est invariant par superposition de mouvements ri-
gides. Mais ce n’est pas toujours le cas. En effet les ”quatrie`me” composantes du tenseur peuvent eˆtre
proportionnelles a` c et ainsi avoir un effet, meˆme dans un cadre non-relativiste.
Ceci peut eˆtre illustre´ de fac¸on simple avec la quatre-vitesse. Les composantes de ce tenseur, en
conside´rant un contexte Newtonien, sont de´finies comme :
uµ =
dξµ
dt
=
(
dξi
dt
, c
)
(9)
ou` ξµ repre´sente les coordonne´es de la particule exprime´es dans un syste`me de coordonne´es curvilignes
xµ. Dans un re´fe´rentiel inertiel zµ, les coordonne´es de la particule sont ζµ. Conside´rons maintenant
une translation rigide d’un objet de´crite par le vecteur de´placement di ; on associe le repe`re xµ au
mouvement rigide. Dans ce repe`re, les particules de l’objet ont pour quatre-vitesse dξ
µ
dt = (0, 0, 0, c).
Comme la quatre vitesse est un tenseur, avec l’e´quation 7 (ou` Qij = δ
i
j), on obtient :
dζµ
dt
=
∂zµ
∂xν
dξν
dt
=
(
δij
d˙i
c
0, 0, 0 1
)
0
0
0
c
 = ( d˙ic
)
(10)
Ce qui correspond bien a` la vitesse des particules de l’objet dans le repe`re inertiel zµ. La quatre-vitesse,
graˆce a` l’action de sa quatrie`me composante c, devient invariante par changement de re´fe´rentiels.
Ainsi un quatre-tenseur est toujours invariant par changement de re´fe´rentiels (e´quation 8). Ceci cor-
respond a` un principe physique : le principe de covariance et on peut en conclure que toutes les lois
physiques doivent eˆtre e´crites avec des quatre-tenseurs. Un tenseur peut ensuite eˆtre invariant par su-
perposition de mouvements rigides ou pas : c’est une proprie´te´ associe´e a` ce que repre´sente le tenseur.
Le formalisme 4D permet donc de distinguer ces deux notions. Il est alors ne´cessaire de pre´ciser ce que
veut dire ”objectif”. Pour e´viter de possibles ambigu¨ıte´es, nous utiliserons les expressions ”invariant
par superposition de mouvements rigides” et ”invariant par changement de re´fe´rentiels”.
4 De´rive´es par rapport au temps
Le formalisme 4D permet de de´finir des de´rive´es par rapport au temps qui sont des quatre-tenseurs.
Autrement dit ces de´rive´es sont par construction invariantes par changement de re´fe´rentiels. Pour
garantir l’invariance par changement de re´fe´rentiels d’un mode`le de comportement e´crit sous forme
variationnelle, il faut utiliser une de ces de´rive´es en choisissant en plus, celle qui est invariante par
superposition de mouvements rigides. On conside`re d’abord la de´rive´e covariante (ge´ne´ralisation du
gradient) telle que :
dαµν = ∇λαµν dxλ =
(
∂αµν
∂xλ
+ Γµκλα
κν + Γνκλα
µκ
)
dxλ (11)
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pour les composantes contravariantes un tenseur d’ordre deux ou` les Γνκλ sont les coefficients de la
connection affine, ici me´trique (symboles de Christoffel).
On peut de´finir deux de´rive´es par rapport au temps qui respectent le principe de covariance. Un taux
covariant note´ DDt , ge´ne´ralisation de la de´rive´e totale, et qui correspond a` une variation du tenseur
pour un incre´ment de temps dans la direction du mouvement [4]. Dans le cadre des hypothe`ses de cet
article, cette de´rive´e s’e´crit de facon intrinse`que comme :
lim
t′→t
α(ξi, t′)−α(ξi, t)
t′ − t = u
λ∇λα = Dα
Dt
(12)
La de´rive´e de Lie pour le champ de vitesse de la particule, correspond a` la variation du tenseur comme
elle est vue par la particule en mouvement. On a, de fac¸on intrinse`que :
lim
t′→t
α (ξµ + uµ(t′ − t))−α(ξµ)
t′ − t = Lu(α) (13)
Pour les composantes contravariantes d’une densite´ de tenseur de poids W , cet ope´rateur s’exprime :
Lu(α)µν = uλ∂α
µν
∂xλ
− αλν ∂u
µ
∂xλ
− αµλ ∂u
ν
∂xλ
+Wαµν
∂uλ
∂xλ
(14)
On peut montrer que cette de´rive´e de Lie est e´galement invariante par superposition de mouvements
rigides [7].
5 Description d’un milieu continu
Des de´finitions ge´ne´rales ont e´te´ propose´es pour les de´formations dans un formalisme 4D par Lamoureux-
Brousse [8]. Deux mouvements diffe´rents ξi et ξ′i du meˆme volume de matie`re sont compare´s. Ces
mouvements sont de´crits dans les syste`mes de coordonne´es xµ et x′µ, associe´s aux composantes du
tenseur me´trique gµν et g
′
µν . On peut alors de´finir la ge´ne´ralisation du gradient de la transformation
comme :
F ′µν(ξ
′µ, ξν) ≡ ∂ξ
′µ
∂ξν
(15)
et un tenseur des de´formations e comme :
eµν ≡ 1
2
(gµν − bµν) (16)
ou` bµν = F
′α
µF
′β
νg
′
αβ est la ge´ne´ralisation du tenseur de Cauchy. La de´rive´e covariante de´finie par
l’e´quation 11 peut eˆtre utiliser avec la quatre-vitesse pour de´finir un tenseur taux de de´formations 4D
d tel que
dµν =
1
2
(∇νuµ +∇µuν) (17)
Il est aussi possible de montrer que les composantes spatiales du quatre tenseur moment-e´nergie
correspondent au tenseur des dilatations de Cauchy a` la limite non-relativiste. Ce tenseur a une
densite´ de poids e´gale a` un [3]. Les composantes spatiales de la de´rive´e de Lie du tenseur moment-
e´nergie dans un re´fe´rentiel inertiel correspondent alors au transport de Truesdell. Les autres transports
objectifs du tenseur des contraintes de Cauchy de´finis classiquement, ne sont pas de vraies de´rive´es par
rapport au temps (au sens mathe´matiques de variations), ils ne devraient donc pas eˆtre utilise´s comme
tel dans les mode`les de comportement ou les calculs nume´riques. Ils ne sont pas non plus invariants
par changement de re´fe´rentiels le plus ge´ne´ral.
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6 Construction d’un mode`le hypo-e´lastique
En utilisant les meˆmes raisonnements qu’en 3D, nous supposons qu’une fonction scalaire diffe´rentiable
ψ(∆T, b) existe telle que :
σµν = −2
ρ
ρ′
bµκ
∂ψ(∆T, b)
∂bνκ
(18)
Cette e´quation doit eˆtre interpre´te´e comme une ge´ne´ralisation de l’approche 3D [9, 10]. Il est alors
possible d’e´valuer les de´rive´es :
D
Dt
(
σµν
)
=
D
Dt
(
−2 ρ
ρ′
bµκ
∂ψ(∆T, b)
∂bνκ
)
(19)
Lu(σ)µν = Lu
(
−2 ρ
ρ′
bµκ
∂ψ(∆T, b)
∂bνκ
)
(20)
en utilisant les de´finitions des e´quations 12 et 13. Prises seules, les e´quations 18, 19 et 20 repre´sentent
le meˆme mode`le. Mais ces de´finitions peuvent eˆtre utilise´es dans un mode`le de comportement plus
complexe qui prendront alors un sens diffe´rent suivant que l’on choisit 19 ou 20. Le mode`le de l’e´quation
20 traduit par construction l’e´lasticite´ ; c’est une de´rive´e dans le temps, intrinse`que et invariante par
superposition de mouvements rigides. En notant que :
Lu(e)µν = dµν (21)
on peut construire des mode`les hypo-e´lastiques comme par exemple :
Lu(σ)µν = 2µdµν + λdκλgκλgµν (22)
qui ressemblent aux mode`les hypoe´lastiques 3D classiques mais qui ve´rifient 18.
7 Conclusion
L’application du principe de covariance dans un formalisme 4D garantit l’invariance par changement
de re´fe´rentiels de toutes relations de la physique. Il est ainsi possible de de´finir des de´rive´es dans le
temps qui sont invariantes par changement de re´fe´rentiels. La de´rive´e de Lie est en plus invariante par
superposition de mouvements de corps rigides et permet de construire des mode`les hypo-e´lastiques
cohe´rents.
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